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1. (a) Berikna (]). (1p)
Svar: . 6B A B 76
PPl S —7.3=2l
(5) B A B-2-1 2
(b) Berikna |{1,2,3,4} x {2,3,4,5,6}|. (1p)
Svar:

1{1,2,3,4} x {2,3,4,5,6}| = |{1,2,3,4}| - [{2,3,4,5,6}| = 4 - 5 = 20.

(c) Skriv talet (123)4 med basen 3. (2p)
Svar:
(123), =1-4>4+2-44+3=16+8+3 =27 =
=3=1-3"4+0-32+0-32+0-3"+0-3° = (10000)s.

2. En forening med 7 medlemmar skall vilja en styrelse med en ordférande och
tva ordinarie ledamoter. P4 hur manga sétt kan detta goras? (2p)

Svar: Ordféranden kan viljas pa 7 satt. Sedan kan de ordinarie ledamdterna
kan valjas pa (g) sitt. Enligt multiplikationsprincipen sa blir antalet mojliga

3. Relationen R definieras pa M = {0,{1},{2}, {3},{2,3},{1,2,3}} genom aRb
om och endast om a C b. Rita upp ett Hasse-diagram som representerar R.

(2p)
Svar:

{1,2,3}

{2,3}

{1} {3}

{}



4. Bestam

(a) SGD(10100 152 . 750), (2p)
Svar: Genom att primtalsfaktorisera 10, 15 och anvinda potenslagarna
sa ser vi att SGD(10190,152. 750)=SGD(2100. 5100 32.52.750) Det enda
primtalet som foérekommer i bada talen &r 5 och den ligsta potens som
forekommer dr 52. Detta ger att SGD(10'%°, 152 . 750) = 52 = 25.

(b) SGD(713,589). (2p)
Svar: Vi anvinder Euklides algoritm:

713 = 589 + 124,
580 = 4124 + 93,
124 = 93 + 31,

93 =3-31+0.

Den stérsta gemensamma delaren blir den sista ickeférsvinnande resten,
dvs SGD(713,589)=31.

5. Bestiim sista siffran i talet 32! + 410, (3p)

Svar: For att bestdmma sista siffran si riknar vi modulo 10. Vi har fran
potenslagarna att

321 =3.3%0=3.3"5=3.(3")° =3.81°.
Detta ger oss att
3?1 =3.81°=3-1° = 3 (mod 10).
Vi har ocksa enligt potenslagarna att
410 = 425 — (42)° = 16°.

Eftersom 6-6 = 36 = 6 (mod 10) sa far vi att 6™ = 6 (mod 10) for alla n > 1.
Speciellt sa far vi att

419 = 16° = 6° = 6 (mod 10).

Vi far att
3?1 + 49 =346 =9 (mod 10).

Sista siffran blir alltsa 9.

6. Bevisa att n3 + 5n ér delbart med 3 for alla positiva heltal n. (3p)

Svar: Att bevisa att n3 + 5n r delbart med 3 dr detsamma som att visa att
n® 4+ 5n =0 (mod 3).

Om n ar ett heltal sa tillhor n en av tre mojliga kongruensklasser modulo 3.
Det ricker att visa pastaendet fér alla de tre mojliga fallen for vilka vi far

(a) n =0 (mod 3). Vi har att n> + 52 =03 +5-0 =0 (mod 3). OK!
(b) n=1 (mod 3). Vi har att n® +5n=134+5-1=6 =0 (mod 3). OK!
() n=2 (mod 3). Vi har att n® +5n=23+5-2=18 =0 (mod 3). OK!

Vi har visat pastaendet for alla heltal, speciellt for alla positiva heltal.

Anmdrkning. Det gar dven bra att bevisa pastdendet med induktionsbevis.



7. (a) Ge ett exempel pa ett trid med 7 noder. (1p)
Svar:

o—0—0—0— 0020

(b) Ge ett exempel pa en dglefri enkel! sammanhéingande graf med 6 noder
och 10 bagar som inte innehaller ett Eulerspar (Fullstindig motivering
varfor grafen inte innehaller ett Eulerspar erfordras.). (2p)
Svar:

P

Enligt sats sa innehaller en graf ett Eulerspar om och endast om hogst
tvad noder har udda hoérngradtal. I grafen ovan har alla 6 noder udda
horngradtal och alltsa innehaller grafen inget Eulerspéar.

(c) Ge ett exempel pa en Oglefri enkel graf med 6 noder och 10 bagar som
innehaller en Eulerkrets, samt hitta Eulerkretsen. (2p)
Svar:

N

1
3
5

0 1
4
6

8 7

'TLedning: En enkel graf &r en graf som inte ir en multigraf.



8. Bestdm ett minimalt uppspannande trid i nedanstaende graf. Tala om vilken
algoritm du anvénder och i vilken ordning du véljer kanterna. (3p)

Svar: Vi kan anvinda oss av Prims eller Kruskals algoritm. Vi véljer Kruskals
algoritm. Den gar ut pa att vilja kanterna med lagst vikt, dér vi i varje steg
ser till att vi inte far en cykel tills vi har ett uppspinnande trad.

(a) Forst viljer vi bagar av vikt 1. Vi kan villja CG,DI,GK.

(b) Sedan viljer vi bagar av vikt 2. Vi viljer BD,EF FC,GH,KJ. Vi har nu
anvint alla bagar av vikt 1 och vikt 2 och vi har inte fatt nagon cykel.

(c¢) Sedan viljer vi bagar av vikt 3. Nu méaste vi vara forsiktiga s& att vi inte
far en cykel. Vi kan inte vilja HK, CB, eller KE. Diaremot sa kan vi vilja
AB, och IE. Vi har nu foljande minimalt uppspannande trdd med vikt
3:145-24+2-3=34+10+6=19:

Anmdrkning: T denna graf finns det ett unikt minimalt uppspadnnande trad.

9. Bestdm en forbindelsematris A for grafen



(1p)
Svar:
0 1 1 1
1 01 1
A= 1 1 0 1|°
1 1 1 0
Matrismultiplikation ger att
3 2 2 2
5 |2 3 2 2
A% = 2 2 3 2
2 2 2 3

(a) Beskriv hur matrismultiplikationen ger elementet pa plats (2,3) (2:a

raden, 3:e kolonnen) i matrisen AZ2. (1p)

Svar: Talet pa plats (2,3) fas genom att att addera produkten av j:e
elementet i 2:a raden och j:e elementet i 3:e kolonnen 6ver j = 1,2, 3, 4.
I varat fall sa far vi

1-140-14+1-04+1-1=14+04+0+1=2.

Beskriv vad talet pa plats (i,7) i matrisen A™ (om n > 1 dr ett heltal)
betyder i termer av promenader i grafen. (1p)

Svar: Talet pa plats (4, j) i matrisen A™ &r antalet promenader fran nod
7 till nod j av langd n.

Vilka promenader i grafen motsvarar siffrorna som star pa plats (2,3)
respektive (3,3) i matrisen A2 ? (2p)
Svar: Siffran 2 pa plats (2,3) star for promenaderna 2 — 4 — 3 och
2 — 1 — 3. Siffran 3 pa plats (3,3) star for promenaderna 3 — 1 — 3,
3—+2—>30ch3—4—3.

Forklara varfor det skall std samma tal pé plats (3,4) och plats (1,3) i
matrisen A™ om n > 1. (2p)
Svar: Korrespondensen dér vi numrerar om noderna enligt 3 — 1,4 — 3,
1 — 2,2 — 4 &r en isomorfi (detta motsvarar precis att vi roterar grafen
90°). Eftersom den &r isomorfi si &r antalet promenader mellan nod 3
och nod 4 av langd n lika manga som antalet promenader mellan nod 1
och nod 3 av ldngd n. Eftersom talet pa plats (3,1) och (3,4) i matrisen
A™ raknar dessa promenader sa dr dven de talen desamma.



10. Bestdm hur manga ekvivalensrelationer det finns pa4 méangden {1,2,3,4,5,6}
dér varje ekvivalensklass bestar av tva element. (3p)

Svar: Eftersom varje ekvivalensklass innehaller tva element s& dr varje ele-
ment i mingden i relation med exakt ett annat element. Talet 1 skall speciellt
vara i relation med ett annat element. Detta element kan vi vélja pa 5 st
sitt. Vi har nu 4 element kvar. Det minsta av dessa element skall vara i re-
lation med ett av de aterstaende elementen. Detta kan véljas pa 3 sétt. De
aterstaende tva elementen maste nu vara i den aterstaende ekvivalensklassen
och ekvivalensrelationen ar nu entydigt bestamd. I forsta valet hade vi 5 mgj-
ligheter och i andra valet 3 mojligheter. Enligt multiplikationsprincipen sa har
vi 5 -3 = 15 ekvivalensrelationer dar varje ekvivalensklass har tva element.

Alternativ losning: En ekvivalensrelation motsvarar precis en partition av
méngden, och en ekvivalensrelation dar varje ekvivalensklass bestar av tva el-
ement motsvarar en partition av mingden dar mingderna i partitionen bestar
av 2 element. Den forsta méngden kan véljas pa (g) sitt, nista pa (;1) sitt
och den tredje pa (g) sitt. Enligt multiplikationsprincipen sa kan en ordnad
trippel av disjunkta méingder med tva element fran méngden {1,2,3,4,5,6}

véljas pa
6 4 2 6-5 4-3
: . -2 .2 2.1=15-6.
(2) (2) (2) 1-2 1-2 50

Eftersom varje permutation av den ordnade trippeln av delmingder motsvarar
samma partition av méngden {1,2,3,4,5,6} s& méaste vi dela med 3! = 6 for
att fa antalet partitioner dir varje méngd har tva element. Vi far

15-6

— =15

6

partitioner och alltsd dven 15 ekvivalensrelationer dér varje ekvivalensklass
har tva element.



