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1. Definiera a,, rekursivt genom ay = 2 samt a,, = 3a,,_1 — 2 fér n > 1. Bevisa
att a, = 3" 4+ 1 for alla naturliga tal n.

Svar: Vi anvander oss av induktionsbevis.

(a) Basfallet: n=0,3"4+1=1+1=2=qg. OK!
(b) Induktionsantagandet: a,, = 3" + 1.
)
)

(c an+1:3an—2123(3”+1)—2:3-3"+3-1—2:3”+1+1. OK!
(d) Enligt induktionsprincipen sa géller det att a,, = 3"+ 1 for alla n > 0.

2. Fran divisionsalgoritmen for division med 2 sa foljer det att n = 2q + r
for nagot heltal ¢ och » = 0 eller » = 1. En algoritm for att berdkna
b-a™ (mod m) bygger pa att anvinda kongruenserna

b-a"=d-c? (mod m)

dir ¢ = a? (mod m), d = ba” (mod m) och 0 < ¢, d < m rekursivt samt att
anvinda faktumen att a' = a, samt a° = 1.

(a) Berikna 737 (mod 13) genom att anviinda algoritmen ovan (Redovisa
varje steg noggrant).

i. Stegl.Viharb=1,a=7,n=37. Vifaratt 37 =2-18+1, dvs
q =18 och r = 1. Detta ger att d = ba' =1-7 =7 (mod 13), dvs
d=T7,samt att c =a? =72 =49 = 3-13+ 10 = 10 (mod 13),
dvs ¢ =10, dvs 7" =7- 10" (mod 13).

ii. Steg2. Viharnuattb="7,a = 10,n = 18. Vi far att 18 = 2-9+0,
dvs ¢ =9 och r = 0. Detta ger att d = b =7 (mod 13),dvs d =7,
samt att ¢ =102 =100=9+7-13 =9 (mod 13), dvs ¢ =9, dvs
77 =7-9% (mod 13).

iii. Steg 3. Viharnuattb=7,a=9,n=9. Vifaratt 1I8=2-4+1,
dvs ¢ =4 och r = 1. Detta ger att d =b-a = 63 = 11 (mod 13),
dvs d = 11, samt att ¢ =92 =81 =3 +6-13 = 3 (mod 13), dvs
c=3,dvs 7*" =11-3* (mod 13).

iv. Steg4. Viharnuatt b=11,a=3,n=4. Vifaratt 4 =2-2+40,
dvs ¢ = 2 och r = 0. Detta ger att d = b = 11 (mod 13), dvs
d = 11, samt att ¢ = 32 = 9 (mod 13), dvs ¢ = 9, dvs 737 =
11- 9% (mod 13).



v. Steg 5. Viharnuatt b=11,a=9,n =2. Vifaratt 2=2-140,
dvs ¢ = 2 och r = 0. Detta ger att d = b = 11 (mod 13), dvs
d=11,samt att c= 9> =81 =3+6-13 =3 (mod 13), dvs ¢ = 3,
dvs 7¥7=3-11=33=2-13+7=7 (mod 13).

Vi far alltsi att 737 = 7 (mod 13).

Anmairkning: I just detta fall kan slutsatsen liattare inses fran Fer-
mats lilla sats 7' = 1 (mod 13) och alltsa 737 = 731241 = (712)3 . 7 =
13 -7 = 7 (mod 13), men nu var det ju algoritmen ovan som skulle
anvindas. Algoritmen ovan dr anvindbar exempelvis i tillaimpningar
av RSA-algoritmen dér betydligt storre tal forekommer.

(b) Vad é&r tidskomplexiteten av algoritmen ovan om n &r ett k-bitars tal
(k binéra siffror)? (a, b och m ér fixa tal, men n kan variera.)
Svar: [ varje steg sa halveras talet n, sa tidskomplexiteten &r O(logn)

(eller O(k)).

3. Lat R vara en relation definierad pa mangden {1,2,3,5,6,9,15,30} sa att
aRb om alb.

(a) Visa att R ar en partiell ordning
Svar: Vi behover visa

i. Reflexivitet: Sant eftersom a =1 - a och alltsa a|a och aRa.

ii. Antisymmetri: Antag att aRb och bRa. Da géller att alb och bla
och fran definitionen pa delare att det finns heltal dq,d, sa att
b = ady och a = bd;. Insdttning av forsta ekvationen i andra
ekvationen ger a = adids, dvs dids = 1. Da méngden bestar av
positiva heltal maste d; = dy =1 och a = b.

iii. Transitivitet: Om aRb och bRc sa har vi att a|b och b|c och enligt
definitionen av delare géller b = ad; och ¢ = bdy. Vi far att ¢ =
adsd; = ad dir d = dyds &r ett heltal. Alltsa har vi att alc och att
aRc och relationen &r transitiv. (Alternativt kan Teorem 2.12 (1)
anvindas istéllet for definitionen av delare)



(b) Rita ett Hasse-diagram for den partiella ordningen
Svar:

4. Lat Dg = {1,2,3,6} och lat R vara definierad som aRb omm al|b.

(a) Rita upp Hasse-diagrammet for den partiella ordningen
Svar:




(b) Bevisa att Dg dr en Boolesk algebra dir de Booleska operationerna *, 4+

definieras som axb = SGD(a,b), a+b = MGM/a,b), komplementet av
a definieras som o’ = 6/a samt 0-an samt 1-an i den Booleska algebran
ges av elementen 1 och 6 i Dg. Ett sitt ar att verifiera axiomen for
en Boolesk algebra. Ett annat sidtt dr att hitta en isomorfi till en
kind Boolesk algebra med 4 element (Exempelvis s kan ni anvinda
Bs som definieras i Exempel 7.2 i kursboken). En isomorfi mellan tva
Booleska algebror (B, 45, %5, 5,0p, 15) och (A, +4,%4,4,04, 14),dr en
en-entydig korrespondens mellan elementen i de Booelska algebrorna
som skickar ettor pa ettor, nollor pa nollor, och respekterar addition,
multiplikation och komplement. Detta innebir mer exakt att om ¢ :
A — B ér en funktion som ger den en-entydiga korrespondensen, sa
skall 6(14) = 15, 6(04) = 0, dla+4b) = d(a) +5 G(b), Bla x4 b) =
¢(a) xp ¢(b), samt P(ar) = ¢(a)s.
Svar: Vi anviinder ledningen och férsoker hitta en isomorfi mellan
den Booleska algebran och en kind Boolesk algebra med 4 element.
Vi kan till exempel vilja den booelska algebran By definierad av Ex-
empel 7.2 i kursboken. For att hitta isomorfin sa kan vi ta hjilp av
Hasse-diagrammet. Om Hassediagrammet till den partiella ordningen
ar ismorf (som riktad graf) med Hassediagrammet till den Booleska
algebran sa kommer isomorfin fas ifran motsvarande grafisomorfi. Mer
specifikt sa foljer det att om n € Dg och n = 2'37 (dér 4,5 € {0,1}
och ¢ : Dg — By sa ger ¢(n) = ij den sokta isomorfin. Det &r
klart att SGD(2'37,2F3!) = 2minGRIgminGil) samt MG M (237, 2F3!) =
gmax(ik)3max(7.) - Eftersom ij * kl = ab i By dir a = min(i, k) samt
b = min(y,1), samt ij + kl = ab i By dir a = max(i, k) samt b =
max(j, () sa foljer det att for a,b € Dy att ¢(SGD(a,b)) = ¢(a) * ¢(b)
samt ¢(MGM(a,b)) = ¢(a) + ¢(b). Da dessutom 555 = 21713177 for
i,7 € {0,1} och ij/ = abddr a = 1 —i samt b = 1 — j i By, samt
att ¢(6) = 11 och ¢(1) = 00 sa foljer det att ¢ &r en isomorfi mellan
Booleska algebror. Alltsa ar dven Dg en Boolesk algebra.




5. Rita upp representanter for alla isomorfiklasser av trid med 1,2,3,4 samt 5
noder.

Svar:

% e
W{@%W

6. Vilka av foljande grafer &r isomorfa (indela graferna i isomorfiklasser (ek-
vivalensklasser under ekvivalensrelationen isomorfi))?

RN B

[«

Svar: Vi har indikerat ovan vilka grafer som ar isomorfa med varandra.
Graf C ar den enda grafen med 4 noder och 5 bagar och alltsa i sin egen
isomorfiklass. Graf D dr den enda grafen med 8 bagar och 5 noder och
alltsa i sin egen isomorfiklass, Graferna A,B,G har vardera 5 noder och sju
bagar sa skulle alltsa kunna vara isomorfa. Dock sa ser vi att graf B har en
nod med horngradtal 4 vilket varken graf A eller G har. Alltsa dr den i sin



egen isomorfiklass. Graf A och G har vardera hérngradtalen (2,3, 3,3, 3),
sa skulle alltsa kunna vara isomorfa. Siffrorna fér noderna anger en en-
entydig korrespondens mellan noderna i de tva graferna och efter en koll
av de mellanliggande bagarna ser vi att den ger en explicit isomorfi och de
ar saledes isomorfa. Graf E och F innehaller bada 4 noder och har bagar
mellan alla olika noder. De &r alltsa bada isomorfa med den fullstindiga
grafen K och saledes isomorfa.

. Avgor vilka av foljande grafer som innehaller Eulerspar respektive Eu-
lerkretsar.

Svar:

(a) Den forsta grafen har 2 noder med udda gradtal. Enligt sats géller da
att den inte innehaller en Eulerkrets, men att den innehaller ett icke-
slutet Eulerspar (som borjar och slutar i noderna med udda gradtal).

(b) Den andra grafen har 4 noder med udda gradtal. Enligt sats géller da
att den varken innehaller Eulerkrets eller Eulerspar

(c) T den tredje grafen har alla noder ett jamnt gradtal och enligt sats
géller da att den innehaller en FEulerkrets. Eftersom en Eulerkrets ar
ett slutet Eulerspar sa innehaller den darmed dven ett Eulerspar.



8. Den viktade grafen G ges av féljande figur

(a) Anvind Dijkstra’s algoritm for att bestimma kortaste avstandet mel-
lan hérn A och horn L. Var noggrann och skriv en etikett vid kanterna
sa att stegen i algoritmen kan foljas.

Svar. Foljande graf visar utrdkningarna. Avstandet blir 10.

(b) Avgor hur langt avstandet &r mellan A och J
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Svar. Fran grafen ovan kan det utlésas att avstandet blir 6.
(c¢) Anvind Prims algoritm for att hitta ett minimalt uppspiannande trid.
Ange vilken ordning du valt kanterna.

Svar. Vi kan borja i vilken nod som helst. Vi viljer nod L. Tradet
ser ut som nedan. Siffrorna anger i vilken ordning vi valt kanterna.

(d) Anvind Kruskals algoritm for att hitta ett minimalt uppspannande
trad. Ange vilken ordning du valt kanterna.

Svar. Trédet ser ut som nedan. Siffrorna anger i vilken ordning vi valt

kanterna.



9. Grafen G ges av foljande figur.

(a) Bestdm Forbindelsematrisen A till grafen.

Svar. Vi sétter ettor pa plats (i, j) om det finns en bage mellan nod
1 och nod 7. Vi far férbindelsematrisen

01 111
10110
A=111 0 0 1
11101
1 0010
(b) Det ar mojligt att visa att
8 99 97
96 79 4
A*=19 7 6 9 4
99 9 8 7
7T 4 47 2

i. Siffran 2 férekommer pa ett stille i matrisen. Hur kan siffran
2 tolkas i termer av promenader i grafen G. Vilka promenader
motsvarar den siffran?

Svar. Siffran motsvarar antalet promenader av langd 3 fran nod
5 till nod 5. T detta fall &r promenaderna 5 — 1 — 4 — 5 och
samma promenad bakldnges, dvs 5 —+4 — 1 — 5.
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ii. Siffran 4 forekomer pa 4 stéillen i matrisen. Tolka varje fyra i termer

av promenader i grafen GG. Vilka promenader motsvarar fyran?

Svar. Siffran 4 forekommer pa platserna (2,5), (5,2) samt (3,5)

och (3,5). Siffran motsvarar antalet promenader av lingd 3 mellan

respektive noder. Mer specifkt sa motsvarar siffran pa plats

A. (2,5) promenaderna 2 — 3 - 1 — 5,2 -4 — 1 — 5,
2—-3—+4—-52—-1—=4—5.

B. (5,2) Promenaderna i A baklinges.

C. (3,5) promenaderna 3 — 2 =+ 1 — 5,3 - 4 - 1 — 5,
3—42—4—53—1—4—5.

D. (5,3) Promenaderna i C baklénges.

(c) Utan att faktiskt berikna matrisen A* (eller anvinda matrisen som vi
beriknat ovan for A%), anviind teorin for promenader i grafer for att
ange vilken siffra som skall sti i matrisen A* pa den platsen i matrisen
som finns i bade femte raden och femte kolonnen.

Svar. Enligt teorin fér promenader i grafer och Forbindelsematriser
sa skall talet pa plats (5,5) rdkna antalet promenader i grafen mellan
nod 5 och sig sjilv av langd fyra. Vi hittar foéljande promenader

1.

ii.

iil.

Typ 1. Fram-Tillbaka-Fram-Tillbaka: 5 —- 1 — 5 — 1 — 5,
5—4—-5—-4—-55—-1—-5—-4—-55—-4—-5—1—05.
4 st promenader

Typ 2. Fram-Fram-Tillbaka-Tillbaka: 5 — 1 — 4 — 1 — 5,
5—-1—-2—-1—-55—-1—-3—-1—55—>4—-1—4—25,
5—>4—2—>4—55—4—3—4— 5,6 st promenadr
Cykler: 5 -1 —-3—-4—-55—-1—-2—-4—5:5—>4—
3—1—55—4—2—1—05,4st promenader

Sammanlagt sa har vi 446 +4 = 14 st promenader av lingd 4 mellan
nod 5 och nod 5. Siffan som skall sta pa plats (5,5) i matrisen A* &r
alltsa 14.
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