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Losningsforslag Inlamningsuppgifter - Omgéang 2

Talteori

1. Skriv talen 17 och 101 pa binédr form (med basen 2).
Svar. Vi har att tvapotenserna 2° = 1, 2! = 2, 22 = 4, 23 = 8, 2% = 16,
95 — 32, 96 — 64. Vi far att
(a) 17=16+1=1-2"4+0-22+0-2240-2"4+1-2°=10001,.
(b) 101 =64 +37=64+32+5=064+32+4+1=1-2640-2°40-
94 40-2311-2240-2"+1-20 = 1000101,

Notering: Ett alternativt sitt att losa uppgiften ovan ar att anvinda divi-
sionsalgoritmen for division med 2. De binéra siffrorna blir da de succesiva
resterna och kommer “i andra ordningen” fran ovan.

2. Skriv talen (503)g samt (1121), pa decimalform (med basen 10).

Svar.

(a) (503)6=5-62+0-6"+3-6"=5-36+3=180-+3 = 183.
(b) (1121)4=1-434+1-42+2-4'41-4°=1-64+1-16+2-4+1-1=
64+ 16 + 8 4+ 1 = 89.
3. Berikna SGD(2100 . 320 95 . 510 75),

Svar. Eftersom talen redan dr primtalsfaktoriserade sa blir uppgiften enkel
(vi slipper anvinda till exempel Euklides algoritm) och det ricker att iden-
tifiera vilka primtal som finns i bada talen. Det enda primtal som finns
pa bada sidor om kommatecknet dr 2, och den liagsta potensen av 2 som
forekommer ar 2°. Svaret blir alltsa 2° = 32.

4. Berdkna SGD(1422,891) med hjilp av Euklides algoritm.

Svar. Euklides algoritm ger

1422 = 891 + 531,
891 = 531 + 360,
531 = 360 + 171,

360 = 2- 171 + 18,
171 =7-18 49,

18=2-9+0.



Vi far att SGD(1422,891) = 9, vilket &r den sista icke-forsvinnande resten.

5. (a) Vad blir sistasiffran i talet 5 - 740 + 3.

(b) Vad blir den minsta ickenegativa resten av

Svar. Eftersom 5 - 740 dr ett udda tal som ar delbart med 5 sa blir

sista-siffran 5. Lagger vi till 3 sa blir sistasiffran alltsa 8.

2190 vid division med 137

Svar. Vi har att 2! = (29)% = 16% = 3% (mod 13). Vi noterar att

33=27=2-13+1=1 (mod 13). Fran detta far vi att 3% = 335! =

(3%3)8-3 = 183 = 3 (mod 13), dvs vi far den minsta ickenegativa

resten 3.

6. (Detta tal beror RSA-algoritmen i ett forenklat exempel. T ett riktigt ex-
empel sa skulle Ada vilja betydligt storre primtal &n P = 5 samt QQ = 7)
Ada finner primtalen P = 5 samt @) = 7 vilket ger N = PQ =5-7 =
35. Hon bestdmmer sig att hon vill anvinda krypteringsnyckeln e = 7.

En dekrypteringsnyckel d kan berdknas genom att 16sa den Diofantiska
ekvationen

7d — 24q = 1,

dar 7 kommer fran e = 7 samt talet 24 kommer ifran att 24 = (P —
1)(Q — 1) = 4 - 6. Bernt krypterar meddelandet = = 2 genom att berikna
y=2°=2" (mod 35) dir 0 <y < 35.

(2)

(b)

Bestam y.

Svar. Utrikningen 27 = 128 = 128 — 3 - 35 = 23 (mod 35) ger att
y = 23.

Beridkna en dekrypteringsnyckel d.

Svar. Vi anvinder Euklides algoritm

24=3.7+3,
=2.3+1.

Genom att rikna baklinges sa ser viatt 1 = 7—2-3 = 7—2-(24—3-7) =
(14+(=2)-(=3))-7—2-24=7-7—2-24. Detta ger d = 7.

Ada dekrypterar Bernts meddelande genom att beriikna z = y? (mod 35)
dir 0 < z < 35. Visa att z =z = 2.

Svar. Vi har att z = y? = 237 = (—-12)7 = (—12)*3*! = ((—12)%)3 -
(—12) = 1443 (—12) = (144—4-35)3-(=12) = 43 (—12) = 64-(~12) =
(—6) - (—12) = 72 = 2 (mod 35). Detta bevisar att z = 2 = .

7. Bevisa att talet 73 ar ett primtal.

Svar. Om 73 dr sammansatt sa maste 73 ha minst en primfaktor mindre
an /73. Allstsa racker det att visa att 73 ej ar delbart med 2, 3,5 eller 7.
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Eftersom sistasiffran ar udda sa ar 73 ej delbart med 2. Siffersumman i talet
blir 743 =1 (mod 3). Alltsa &r 73 ej delbart med 3. 73 &r ej heller delbart
med 5 eftersom sistasiffran inte dr 5 eller 0. Fran 73 = 7 - 10 + 3 sa ser vi
att 73 ej heller dr delbart med 7. Alltsa &r 73 ett primtal.

. Bevisa att /7 &r ett irrationellt tal.

Svar. Antag att /7 dr rationellt. Da kan vi skriva v/7 = § dar SGD(p, q) =
1 eftersom varje braktal kan skrivas pa forkortad form. Kvadrering ger

2
7=
q
Multiplikation av bada leden i likheten med ¢? ger oss att
¢ = p*.

Eftersom 7 delar vinsterledet sa foljer det att 7 &ven delar hogerledet, dvs
7|p%. En kiind sats séiger att om for ett primtal P, Plab s& har vi att Pla
eller P|b. Tillampning av den satsen med P = 7, a = p och b = p ger oss att
7|p, dvs p = 7k. Insittning av detta i ekvationen ger oss att 7¢*> = (7k)?,
dvs 7q*> = 7*k?, vilket efter forkortning med 7 ger oss att

¢ =Tk

Samma argument som ovan ger oss nu att 7|¢. Alltsa har vi att 7|g samt 7|p
vilket motséiger att SGD(p, ¢) = 1. Detta innebér att vart forsta antagande
maste vara felaktigt, dvs det dr fel att /7 dr ett rationellt tal, dvs /7 ar
ett irrationellt tal.

. Bevisa Fermats lilla sats for primtalet p = 5, dvs att n® = n (mod 5) for
alla heltal n.

Svar. Om n &r ett heltal sa tillhor n en av fem mdjliga kongruensklasser
modulo 5. Det ricker att testa alla de fem mdjliga fallen for vilka vi far

(mod 5): n® =0°=0=mn (mod 5). OK!

(mod 5): n® =1°=1=mn (mod 5). OK!

(mod 5): n® =2°=32=2=mn (mod 5). OK!

= —2 (mod 5): n° = (-2)° = =32 = -2 =n (mod 5). OK!
= —1 (mod 5): n° = (-1)° = —1 = n (mod 5). OK!



Relationer

1. Lat R vara en relation pa A. Avgor om féljande relationer dr ekvivalensre-
lationer

(a) Lat A=7Z x Z.

i. (a,b)R(c,d) om och endast om a = c.
Svar. Vi undersoker relationen map reflexivitet, symmetri samt
transitivitet.

A. Reflexivitet: (a,b)R(a,b) ar sant eftersom a = a. OK!

B. Symmetri: Om (a,b)R(c,d) sa dr a = ¢ och alltsa dven ¢ = a
varfor dven (c,d)R(a,b). OK!

C. Transitivitet: Om (a, b)R(c,d) och (¢, d)R(e, f) sa &r a = c och
¢ = e vilket fran transitiviteten for vanliga likhetsrelationen
medfor att a = e och (a,b)R(e, f). OK!

Relationen &r en ekvivalensrelation.

ii. (a,b)R(c,d) om och endast om a = c eller b = d.

Svar. Relationen &r ej transitiv, vilket kan ses av foljande exempel

(1,2)R(1,3) samt (1,3)R(2,3) men vi har inte att (1,2)R(2,3).

Detta ger att R ej dr en ekvivalensrelation.

iii. (a,b)R(c,d) om och endast om a = ¢ och b =d.
Svar. Relationen blir precis den vanliga likhetsrelationen pa

méngden Z x Z. Likhetsrelationen dr en vilkind ekvivalensrela-
tion.

“W_n

(b) Lat A vara méangden av svenska medborgare.

i. aRb om och endast om a och b har samma fédelsedag.
Svar. Vi undersoker relationen map reflexivitet, symmetri samt
transitivitet.

A. Reflexivitet: Vi har att aRa eftersom en person a har samma
fodelsedag som sig sjalv. OK!

B. Symmetri: Om aRb dvs a har samma fodelsedag som b sa har
b givetvis samma fodelsedag som a dvs bRa. OK!

C. Transitivitet: Om a har samma fodelsedag som b och b har
samma fodelsedag som ¢ sa har a samma fodelsedag som c.
OK!

Relationen &dr en ekvivalensrelation.

ii. aRb om och endast om de kinner varandra.
Svar. Relationen ar inte transitiv eftersom att om a kdnner b och
b kiinner ¢ sa behdver a inte kiinna c. Darfor ar relationen inte en
ekvivalensrelation.



2. Avgor om relationen R = {(1,1),(2,1),(1,2),(3,3)} pa mingden A =
{1,2, 3} &r reflexiv, symmetrisk, respektive transitiv.

(a) Reflexivitet: Vi har inte att 2R2, darfor dr relationen inte reflexiv.

(b) Symmetri: 1Rl = 1R1 OK!, 2R1 = 1R2 OK!, 1R2 = 2RI
OK!, 3R3 = 3R3 OK!. Relationen ar symmetrisk.

(c) Transitivitet: Relationen &r ej transitiv eftersom 2R1 och 1R2 men
inte 2R2

3. Vilka av foljande relationer R pa mingden A = {1,2,3,4} bestimmer en
funktion

Svar. a) och d) ar funktioner, eftersom varje element i A ger ett unikt
element element i A. b) dr inte en funktion eftersom 2R2 och 2R3 skulle ge
bade att f(2) = 2 samt f(2) = 3 vilket 4r omdojligt. ¢) &r inte en funktion
eftersom 3R2 och 3R3 skulle ge bade att f(3) = 2 samt f(3) = 3 vilket &r
omdjligt. e) ar inte en funktion eftersom 4R2 och 4R4 skulle ge bade att
f(4) =2 samt f(4) = 4 vilket dr omdgjligt.

4. Lat for en funktion f : Z — 7Z, relationen R vara funktionens graf, dvs
R = {(z, f(z)) : € Z}. Bestam alla funktioner f sa att R dr en ekvivalen-
srelation. Vilka blir ekvivalensklasserna?

Svar. Fran reflexivitet nRn fas att f(n) = n. Eftersom en funktion méaste
anta ett unikt funktionsvirde bestimmer detta funktionen fullstdndigt. Re-
lationen R blir da likhetsrelationen “=" pa méangden Z. Detta ar en valkand
ekvivalensrelation och ekvivalensklasserna blir mangder med ett element,
dvs {n} for n € Z.



