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Losningsforslag inlimningsuppgifter omgang 1

Mangdlira

1. Berdkna

(a) [{1,3,4,1}],
Svar: [{1,3,4,1}| = [{1,3,4}] = 3.

(b) [{1,3,4},
Svar: [{1,3,4}| = 3.

(©) [P({1,2,3,5,11})],
Svar: [P({1,2,3,5,11}) = 2{1:23.511} = 25 = 32,

(d) 1{1,2,3} x {4,5,6} x {7,8}].
Svar: |{1,2,3} x {4,5,6} x {7,8}] = |{1,2,3}| - [{4,5,6}| - |{7,8}] =
3-3-2=18.

2. Lat M vara en méngd. Forenkla M N M¢€.

Svar: Eftersom ett element inte bade kan finnas i en mingd M samt inte
finnas i samma méngd M blir mingden av saddana element tom. Svaret blir
alltsd tomma méngden (.

3. LatU =R, A= (3,00), B={—1,1,3,5} och C' = R+.
Bestdm (AU B°)°NC.
Svar: Fran De Morgan far vi att (AU B°)¢ = A°N B. Eftersom & = R och
A = (3,00) sa far vi att A° = (—o0, 3]. Alltsa

(AUB9)NC = (—o0,3]N{-1,1,3,5} NR*T = {1, 3}.

4. Lat A= {1,0} och B = {2,3,4}.

(a) Ange alla element i méngden A x B.
Svar: (1,2), (1,3),(1,4), (0,2), (0,3) och (0,4).
(b) Ange alla element i méngden P(B).
Svar: 0, {2}, {3}, {4},{2,3},{2,4}, {3,4} och {2,3,4}-
5. Det &r givet att = {(1,2),(3,4)} C A x B. Ange tva element i méngden A,
samt tva element i méngden B.

Svar: Eftersom A x B bestar av element (z,y) dir x € A och y € B s dr det
klart att forstaelementen i talparen tillhor A, dvs 1 € A och 3 € A, samt att
andraelementen i talparen tillhér B, dvs 2 € B och 4 € B. (Déremot f6ljer
det inte att till exempel A = {1, 3}, dock att {1,3} C A.)

6. Bevisa den distributiva lagen AU (BNC) = (AU B)N(AUC). Detta kan till
exempel géras med Venn-diagram eller méngdmedlemskapstabeller.

Svar: Vi anvinder oss av mingdmedlemskapstabell



A[B[C|BNC|AU(BNC) [AUB | AUC [ (AUB)N(AUD)
0 010 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 110 0 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 010 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

En etta i kolumnen betyder hir att x tillhor den givna méngden, och en nolla
att x inte tillhoér den givna mingden. Den distributiva lagen foljer ifran att
den femte och attonde kolumnen (fran rad 2) ar lika.

Kombinatorik

1. En forening bestaende av 15 medlemmar skall vilja en Styrelse bestaende av
en ordférande, en sekreterare och en kassor. P4 hur manga olika sett kan det
goras.

Svar: Enligt multiplikationsprincipen sa kan detta goras pa 15-14 - 13 = sétt.
(Detta kan &ven ses som antalet ordnade delmingder med 3 element av en
méngd med 15 element, dvs P(15,3) = 15-14 - 13 = 2730.)

2. Hur manga tolvstaviga ord kan man bilda genom att anvinda bokstéverna i
ordet KOMBINATORIK?

12! 12!
— olika sétt. Detta kan ses pa (minst)

Svar: Detta kan géras pé m = 3

tva satt.

(a) Satt 1. Vi har tre bokstéver som férekommer tva gangar, K,I och O. Om
vi byter namn pa bokstéverna till Oy, Os, K7, Ko och I, I5 sa har vi 12
olika bokstdver och 12! ord. Eftersom om vi byter plats pa O; och O5 sa
far vi samma ord maéste vi dela med 2!, och detsamma for K och I, dvs
vi maste dela 12! med 2! -2!.2! = 8.

(b) Sétt 2. Vihar 2 st O’n, 2 st K’n och 2 st I'n. Vi har 12 positioner for bok-
stéverna. Positionerna for O'na kan véljas pa (%) sitt, postionerna for
K’na pa (120) satt (2 platser bland de aterstdende 10) och dérefter posi-
tionerna for I'na pa (g) sitt. Vi har 6 bokstéver kvar, och de aterstaende

positionerna kan véljas pa 6! sitt. Enligt multiplikationsprincipen sa far

(12 (10\ (8Y @y _ 121 10! 8 o _ 12l
vi (5)(3)(5) 6! = 5125 2% 516! = 57257 eftersom de andra faktorerna

kan forkortas bort.

3. En klass med 12 studenter skall delas in i fyra grupper med tre studenter i
varje grupp- Pa hur manga sitt kan detta goras?

Svar: Denna fraga har olika svar beroende pa om grupperna skall vara numr-
erade eller inte. Om vi antar att vi har numrerade grupper sa kan detta goras

12!
pa 31 = 369600 olika satt. Om de skall vara onumrerade blir antalet sétt
12

4. Hur manga icke-negativa heltalslosningar har ekvationen a+b+c+d+e = 157

Svar: Vi tanker oss att vi skall placera ut 4 st plustecken (eller mellanvéiggar)

1
och 15 st ettor pa 19 (= 4 + 15) st platser. Detta kan goras pa <49> —



19-18-17-16
1-2-3-4
5. I den hir uppgiften tink pa att ett tal kan inte borja med en nolla.

= 3876 olika satt.

(a) Hur manga fyrsiffriga tal finns det?

Svar: Forsta siffran (tusentalssiffran) kan vi vélja pa 9 sétt (alla siffror
utom 0). De andra pa 10 sétt. Enligt multiplikationsprincipen sé finns
det 9-10-10- 10 = 9000 sadana tal.

(b) Hur méanga fyrsiffriga tal finns det som inte innehéaller siffran 97
Svar: Forsta siffran (tusentalssiffran) kan vi vilja pa 8 sétt (alla siffror
utom 0 och 9). De andra pa 9 (alla sifror utom 9) sétt. Enligt multip-
likationsprincipen sa finns det 8 -9 -9 - 9 = 5832 sadana tal.

(¢) Hur manga fyrsiffriga tal finns det som har olika siffror och inte innehaller
siffran 97
Svar: Vi viljer tusentalssiffran (kan goras pa 8 sétt, alla siffor utom 0
och 9 ), hundratalssiffran (kan goras pa 8 sétt, alla utom 9 och tusen-
talssiffran), tiotalssiffran (kan goras pa 7 sitt, alla utom 9, tusentalssiffran
och hundratalssiffran) och entalssiffran (kan goras pa 6 sitt, alla utom
9, tusentalssiffran, hundratalssiffran och tiotalssiffran) i ordning. Enligt
multiplikationsprincipen sa finns det 8 - 8 - 7 - 6 = 2688 sadana tal.

(d) Hur manga av talen 1,...,10000 har olika siffror?
Svar: Vi delar in talen i ensiffriga, tvasiffriga, tresiffriga, respektive fyr-
siffriga tal och far enligt additions och multiplikationsprincipen 9+9-9+
9-9-8+9-9-8-7 = 5274. (Antalet ettsiffriga, tvasiffriga, tresiffriga, respek-
tive fyrsiffriga fas ifrdn samm princip som (c) uppgiften, men eftersom
siffran 9 ocksa far véiljas blir antalet val fér varje siffra 1 mer).

(e) Hur manga av talen 1,...,10000 &r delbara med 5, har olika siffror och
innehaller inte siffran 97

Svar: Forst noterar vi att tal som &r delbara med 5 slutar antingen med
en nolla eller en femma. Vi noterar dven att 10000 inte har olika siffror
och alltsa skall vi rikna antalet tal som uppfyller villkoren i uppgiften
mellan 1 och 9999, dvs ensiffriga, tvasiffriga, tresiffriga och fyrsiffriga tal.
Vi delar in i tva fall.

i. Fall 1. (slutar pa 0-a)

A. Ensiffriga: 0 st.

B. tvasiffriga: 8 st (Tiotalssiffran kan viljas pa 8 sitt (alla utom
0,9).

C. tresiffriga: Enligt multiplikationsprincipen 8 - 7 = 56 st (Forst
véljer vi hundratalssiffran, sedan tiotalssiffran)

D. fyrsiffriga: Enligt multiplikationsprincipen 8-7-6 = 336 st (Forst
véljer vi tusentalssiffran, sedan hundratalssiffran, sedan tiotalssiffran)

Enligt additionsprincipen sa blir antalet siffror mellan 1 och 9999
som ar slutar med en nolla och har olika siffror 0+ 8+56+336 = 400
st.

ii. Fall 2. (slutar pa 5-a)
A. Ensiffriga: 1’st
B. tvasiffriga: 7 st (Tiotalssiffran kan véljas pa 7 sitt (alla utom
0,5,9).
C. tresiffriga: Enligt multiplikationsprincipen 7 -7 = 49 st (Forst
véljer vi hundratalssiffran, sedan tiotalssiffran)



D. fyrsiffriga: Enligt multiplikationsprincipen 7-7-6 = 294 st (Forst
véljer vi tusentalssiffran, sedan hundratalssiffran, sedan tiotalssiffran)

Enligt additionsprincipen sa blir antalet siffror mellan 1 och 9999

som #r slutar med en femma och har olika siffror 1+7+494294 = 351

st.

Sammanlagda antalet heltal mellan 1 och 10000 som uppfyller villkoren
i uppgiften r enligt additionsprincipen 400 4 351 = 751 st.

6. Hur manga positiva heltal mindre dn 200 finns det som inte &r delbara med

3,7 eller 117

Svar. Lat A, B, C vara mingden av tal mellan 1 och 199 som &r delbara med
3, 7, respektive 11. Det ar klart att |A U B U C| rdknar antalet tal mellan 1
och 199 som dr delbara med 3 eller 7 eller 11. Eftersom vi vill rikna antalet
tal som inte dr delbara med 3,7 eller 11 vill vi berdkna 199 — |AU BUC|. Vi
anvinder oss av sallningsprincipen eller inklusions-eklusionsprincipen.

[AUBUC| =|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|.
(*)

AN B &r nu mingden tal mellan 1 och 199 delbara med bade 3 och 7, dvs
mangden av tal mellan 1 och 199 som &r delbar med 3.7 = 21. P4 motsvarande
sitt fas att AN C och BN C dr mangden av heltal mellan 1 och 199 delbara
med 3 - 11 = 33 respektive 7-11 = 77. Antalet tal som ar delbara med d och
ligger mellan 1 och n &r heltalsdelen av n/d vilket skrivs som |[n/d]. Genom
att tillimpa divisionsalgoritmen sa far vi att

199 2 199 3
|Al = L?J = [66 + gJ = 66, |B| = L7J = [28 + ;J = 28,
199 1 199 10
|C] = ﬁJ—US‘FﬁJ—lS, |AQB|—LH —L9+5J—9»
199 1 199 47
|AmC\_L§ _L6+£J_6, |IBNC| = WJ_L2+7—7J_2.

Vi ser ocksa att AN BN C dr mangden av heltal mellan 1 och 199 som &r
delbara med savil 3, 7 samt 11, dvs delbar med 3 -7 - 11 = 231. Eftersom
231 > 199 sa &r méngden tom. Vi far fran (*) att

JAUBUC|=66+28+18—-9—-6—2+0=95.

Detta ger oss att antalet tal mellan 1 och 199 som inte dr delbara med 3,7
eller 11 &r 199 — 95 = 104.



